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Introduction de la matrice densit4 de paire dans 
l'6tude th4orique du pK des 4tats excit6s 
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Introduction of the Pair Density Matrix in the Theoretical Study of the pK-Value 
of Excited States 

We have shown, by applying the perturbation theory to the excited states, the iflfluence of the 
pair polarizability on the first order variation of the energy. The introduction of this new term allows 
us to account for the pK difference between the first excited states, singlet and triplet, of the conjugated 
molecules. 

On a mis en 4vidence, en appliquant la thhorie des perturbations aux 6tats excit6s, l'influence de 
la polarisabilit6 de paire dans la variation de l'6nergie au premier ordre. L'introduction de ce nouveau 
terme permet de rendre compte de la diff6rence de pK entre les premiers 6tats excit6s, singulet et triplet, 
des mol6cules conjugu6es. 

Mit Hilfe einer Anwendnng der St6rungstheorie erster Ordnung wird der EinfluB der Paarpolari- 
sierbarkeit auf die Energie gezeigt. Die Einf'tihrung dieses neuen Terms erlaubt eine Beriicksichtigung 
der Differenz des pK-Wertes zwischen dem ersten angeregten Singulett- und Triplettzustand eines 
konjugierten Molekiils. 

Introduction 

F6rster  [1], Weller [2], puis Jackson et Por ter  [3] ont 6tudi6 les r6actions 
d'6quilibre acido-basique des mol6cules dans leur 6tat fondamental  et dans leurs 
premiers ~tats excit6s. Ils ont  montr~ que les valeurs du pK sont susceptibles de 
subir des variations lorsque le syst6me en 6quilibre est soumis/~ Faction d 'un  
rayonnement  ultraviolet. 

La m6thode du cycle de F6rster  [1] permet  de calculer la variat ion de pK avec 
l 'excitation, en fonction de grandeurs  obtenues au moyen  des m6thodes de la 
chimie quantique. Ainsi, 

ApK = pK* - pK r #e AEA- - AEAn 
kT loge 

oh AEA~ et AEA- repr6sentent les 6nergies des premihres transitions, singulet ou 
triplet, pour  l 'acide ou la base conjugu4e respectivement. 

Coulson et Jacobs [4] ont  pu 6tablir, dans l ' approximat ion de Hiickel, que 
les diff4rences de pK entre l '6tat fondamenta l  et le premier 6tat excit6 singulet sont 
li6es qual i ta t ivement / t  la variat ion de charge, lors de l 'excitation, de l 'a tome qui 
subit la p ro tona t ion  ou la d6protonat ion.  Plus g6n6ralement, il existe une relation 
entre les diff6rences de pK et la variat ion de t ous l e s  616ments de la matrice de 
densit4 mono61ectronique P pouvan t  se traduire, par exemple, par une modifica- 
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tion du moment polaire [5]. De m~me, apr6s avoir introduit explicitement les 
termes de r6pulsion 61ectronique, de nombreux auteurs ont tent6 de rendre compte 
de la diff6rence de comportement des 6tats excit6s singulet et triplet par l'emploi 
des charges [6--7], mais la valeur explicative de ces grandeurs est dans ce cas plus 
discutable. En effet, on constate que, pour une configuration donn6e, les matrices 
de densit6 pS de l'6tat singulet et p r  de l'6tat triplet sont 6gales. On peut, il est vrai, 
faire apparaitre des diff6rences entre ps  et p r  en effectuant un calcul d'interaction 
de configuration: malheureusement les 616ments de ces matrices sont tr6s sensibles 
au choix de la base de configurations [8], l'ordre de grandeur relatif des charges 
pouvant marne atre invers6 lorsqu'on 6tend la base [9]. I1 semble donc tr~s dange- 
reux de vouloir interpr6ter l'exp6rience /t l'aide des charges calcul6es dans les 
6tats excit6s si on ne peut d6velopper les fonctions d'onde sur une base compl6te 
de configurations. Darts les cas favorables oO ce calcul a pu atre effectu6, on n'a pas 
obtenu de diff6rence significative entre ps  et pr:  ceci semble montrer que les 
charges obtenues par la m6thode des interactions de configuration ne sont pas de 
boris indices de la r6activit6 des 6tats excit6s. 

L'6tude des grandeurs 6nerg6tiques, telle que l'int6grale d'6change K, permet 
de rendre compte des diff6rences de propri6t6 entre les premiers 6tats excitds et 
d'en comprendre l'origine qui est essentiellement la corr61ation de Fermi [10-11]. 
Bertran, Chalvet et Daudel ont appliqu6 avec succ6s cette m6thode au probl6me 
des 6quilibres acido-basiques [9]. I1 apparait ainsi que des indices de r6activit6 
raisonnables doivent atre d6finis ~t partir de consid6rations 6nerg6tiques, ce qui 
n6cessite d'utiliser non plus seulement les 616ments de la matrice de densit6 
mono61ectronique P, mais aussi ceux de la matrice de densit6 bi61ectronique Q 
[12-13]. 

L'objet de ce travail est de montrer,/~ l'aide de la th6orie de perturbation au 
premier ordre, l'int6r~t qu'il y a ~t introduire la matrice Q. L'interpr6tation physique 
simple qui se d6gage de cette approche sera illustr6e dans des publications ult~- 
rieures par des applications num6riques sur quelques exemples particuliers. 

1. Th6orie de perturbation dang leg 6tats excit6s 

On suppose que le hamiltonien du syst~me form~ de la molecule et du proton 
est une somme d'op6rateurs/-I1(i) e t / ~ 2 ( / , j )  agissant sur leg coordonn6es d'espace 
d'une ou deux particules seulement. Dang le cadre de 1'approximation re1/t1(i) 
est l'op6rateur de coeur f tc(i),  et/2/2 (i0 J) est l'op6rateur d'interaction coulombienne 

1 
Dang une base orthogonale d'orbitales atomiques zc l'6nergie d'un 

Iri -- r jl " 
syst~me de n 61ectrons, dans le champ du coeur sigma de la mol6cule, s'6crit [14] : 

E = TrP1 H1 +�89 (1) 

o/a H1 et H E s o n t  les matrices (n x n) e t  (n 2 X n 2) des op6rateurs/tl et/t2, et P1 et P2 
sont les matrices de densit6 r6duites ~ une et deux particules [14] satisfaisant aux 

1 Les r6sultats obtenus dans ce cas particulier restent valables lorsqu'on tient compte de tousles  
61ectrons. 
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conditions de normalisation: 

Tr/ '1 = n, (2a) 

Tr P2 = n(n - 1), (2b) 

Tr'P2 = Pl(n - 1). (2c) 

Si on d6finit [15] un op6rateur hamiltonien rdduit fl deux particules 

/~(1, 2) = 1 [101(1) "Ji-/~1 (2)'] 71-/~2 (1, 2) 
1, 2(n -- 1) 

on peut aussi 6crire l'6nergie sous la forme 

E-- �89 TrP2K. (3) 

Le choix d'une base d'orbitales atomiques dans laquelle l'approximation de 
recouvrement diff6rentiel nul (ZDO) est justifi6e, permet d'dcrire l'6nergie en 
terme de matrices d'ordre n seulement 

E = Tr PH + �89 Tr Q F .  (4) 

Dans cette expression, on a adopt6 les nouvelles notations simplifi6es: 

P = P 1  et H = H 1 .  

En effet, dans une telle base, les 616ments de la matrice H 2 sont d6fibis par la 
relation: 

<pqlH21rs) = ( p l f  lq) Sp~sq~ (5) 

oil ( P i l l  q) est l'int6grale de r6pulsion coulombienne ypq. L'6nergie est alors 
compl&ement d&ermin6e en fonction des seuls 416ments 

(p] (~[q) = (pql[~2lpq) (6) 

qui repr6sentent la densit6 de probabilit6 multipli6e par n ( n - 1 )  de rencontrer 
simultan6ment deux 61ectrons dans les deux domaines disjoints de l'espace oh 
sont localis6es (implicitement, dans l'approximation ZDO) les orbitales atomiques 
p et q. On d6duit imm6diatement de la condition de normalisation (2b) que la 
somme des 616ments de la matrice Q est constante et 6gale ~t n ( n -  1). 

Nous admettrons que l'approche d'un proton modifie uniquement H [16]. 
Au premier ordre de la th6orie de perturbation, la variation E (') de l'6nergie est 
alors donn6e par: 

E (1) = Tr P H (1) + TrP (1) H + �89 Q(1)F (7a) 

ou, en introduisant l'op6rateur hamiltonien r6duit/t deux particules K(1, 2) 

E (1) = T r P H  (1) + �89 Tr P(z 1) K.  (7b) 

Lorsque l'6nergie fi l'ordre z6ro est calcul6e dans l'approximation du champ auto- 
coh6rent, on montre que les deux derniers termes du membre de droite de l'6qua- 
tion (7a) s'annulent identiquement [17]; dans ce cas, la variation d'6nergie se 
r6duit ~t 

E (1) = T r P H  (1) (8) 
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et les 616ments de la matrice P sont alors des indices statiques [18] en m~me 
temps que de bons indices de r6activit6, puisque leur connaissance suffit/t d6ter- 
miner E (t). D6s que l'on sort du cadre de la m6thode SCF, il faut tenir compte des 
termes correctifs P(~) et Q(t) (ou P(21)) et les 616ments de la matrice P ne sont plus 
n6cessairement des indices de r6activit6 raisonnables, puisque la relation (8) n'est 
pas satisfaite en g6n6ral [12-13]. 

II. Etude quantitative 

A. D~finition d' un indice de r~activit~ pour les premiers ~tats excites 

Ce qui pr6c6de s'applique, en particulier, t~ l'6tude des premiers 6tats excitds 
singulet (S) et triplet (T) des mol6cules conjugu6es dans l'approximation oh on 
utilise pour repr6senter ces 6tats les orbitales mol6culaires autocoh6rentes de 
l'6tat fondamental. Dans ce cas, la variation d'6nergie au premier ordre, donn6e 
par l'6quation (7a) est: 

S S S S 

(ET) (1) = T rpTH (1) + Tr (er) (1) H + �89 (9a) 

ou bien, suivant (7b) 
S S S 

(ET)  (1) = T r p T H  (1) + �89 (9b) 
S 

On introduit maintenant une matrice X T dont on admettra, par analogie avec 
S 

la formule (8), que les 616ments (xT)pq sont de ((bons>> indices de r6activit6 pour 
les 6tats (S) ou (T) si on peut 6crire: 

S S 
(ET) (1) = TrX  T H (1) (10a) 

ou encore: 
S 

s 8E T 
(XT)pq-- 8Hpq Vp, q. (10b) 

Comparant avec l'6quation (9b), on obtient pour expression des 616ments des 
S 

matrices X r s s [[~-~pq~? s (1) ~1 
(xT)pq=(PT)pq+�89 E K ..... �9 (11) 

r , s  u,v  

Si l'on admet que pour simuler la fixation d'un proton sur le sommet x d'une 
mol6cule, il suffit de modifier l'616ment diagonal/-/xx de la matrice H, la variation 
d'6nergie est donn6e par l'expression: 

S S 
(E~)(I~ = (x~)~x ~ (12) 

S 
S (~E r 

oia (XT)x~ = - -  est la pente de la courbe reprhsentant la valeur de l'6nergie en 
8n~x 

fonction du paramhtre H~x. 
Lorsqu'on reprhsente sur un diagramme les variations des 6nergies de transition 

(l'6nergie de l'6tat fondamental 6tant prise comme r6fhrence), on obtient des 
courbes dont la pente est donnhe par: 

0 s s 
- -  ( E  T - -  E F) = ( x T ) ~ ,  - -  q~ (13) 
8H~ 
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off q~ est la charge port6e par l'atome x dans l'6tat fondamental. En d6veloppant 
S 

l'expression de (Xr)xx, on a: 

8 s s +�89  [ 8 ,pS(1) ] 
8H~ (ET--EF)=(q[--q~) ~ ~ - ,  2#s,,~] K~,uv. (14) 

Le premier terme est 6gal ~t la diff6rence de charge lots de l'excitation. Le second 
terme rSsulte de l'introduction de la polarisabilit6 de paire P(21): sa valeur est 
diffSrente selon que l'6tat consid6r6 est singulet ou triplet [19]. Ce r6sultat est 
gSnSral et s'applique au cas off la fonction d'onde est d6velopp6e dans une base 
6tendue de configurations. 

Dans le cas le plus simple off les 6tats excit6s (S) et (T) sont repr6sentSs par une 
configuration monoexcit6e unique (i--, m), i e t  m d6signant les orbitales mol6- 
culaires occupies une lois, il est facile de r6duire la formule g6n6rale (9a, b)/~ la 

S S 
forme (10a). Les 616ments des matrices pT et QT sont dSfinis, en effet, par les 
relations suivantes: 

S 
peT_ , _  r + D;q - Peq - Ppq 
Qprq_ , . •  a2 lm+~2 (15) 

- -  Ppp Pqq 2 ~,~pq] - -  2 k ~ ' p q !  

= Q,q  + - 
avec 

ocr 

= 2 

J (16) 
D+q = Crop Cmq ~-  Cip Ciq �9 

S 

On constate que les variations (QT)(1) s'expriment en fonction des variations 
(p,)(1) et (D• ces derni6res sont alors calcu16es au moyen des polarisabilit6s 
H* et H e d6finies/~ partir de formules [20] analogues ~ celles propos6es pour 
l'6tat fondamental par Coulson et Longuet-Higgins [21] : 

(p.q)(1)= V H *  H (1) / ,  ~ pq, rs - - r s  
rs 

(17) 
= H • H(1) (O+q) (1) E--pq,rs--rs 

rs 
avec 

H *  - r + Flpq~ pq, rs - -  1 ] p q ,  rs , �9 

Lorsque le param6tre Hx~ varie, l'expression analytique de la pente s'obtient 
en fonction des polarisabilit6s, atome-atome et atome-liaison seulement, d6finies 
par les formules suivantes: 

F occ v ~  C jp  Clq AC 
I I p q ,  x x  = 2 ~, ~ Clp Cjq CJ x Clx 

j l ~ j  - -  ~'l 

rI;q,x  = C  Cmq + C  Cmx (18) 
k:~m C'm - -  ~k 

+ ~ ckp % + Cip Ckq ck~ %. 
k ~ i  C'i - -  ~'k 
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B. Etude de la difference singulet-triplet 

a) Utilisation de l'int~grale d'dchange. La variation de la diff6rence d'6nergie 
singulet-triplet s'6crit, d'apr6s l'6quation (9a): 

(E s _ ET)(I~ = Tr(pS _ pT) H(I~ + Tr(pS _ pr)(l~ H + �89 _ Qr)(I~F. (19) 

Dans l 'approximation o/1 l'on repr6sente les 6tats (S) et (T) par une configura- 
tion monoexcitbe unique ( i- ,  m), le premier terme du membre de droite s'annule 
identiquement (Eq. (15)); il en est de m6me du second terme (Eq. (17)) si l'6quation 
du champ autocoh6rent est v6rifi6e au premier ordre de la th6orie des perturba- 
tions. 

La variation d'6nergie (S ) -  (T) est alors donn6e par: 

(E s - Er) ~1) = �89 s - QT)(~)F (20) 

et d6pend uniquement des variations relatives des matrices de paire QS et o r .  
On v6rifie,/t l'aide des formules (15) que cette expression s'identifie avec la variation 
du double de l'int6grale d'exchange Ki, . 

�89 s - o r )  (1)F = �89 2 [(D;q) 2 - (D;q) 2](1) 7pq - -  2Kllm ) (21) 
Pq 

utilis6e dans l'6tude th6orique pr6c6dente de Bertran, Chalvet et Daudel [9]. 
La formule (20) est plus g6n6rale et s'applique aussi au cas off on a choisi des 

configurations sym6triques pour (S) et (T). 
b) Utilisation des gdminales naturelles. Un 616ment quelconque des matrices 

de paire QS ou QT peut se mettre sous la forme [22]: 

QpS = 2 2  I(ISlpq)] 2 (22) 
i 

chaque terme de la somme repr6sentant la contribution d'une fonction bi61ectro- 

nique I s, fonction propre de l'op6rateur ~)s ou g6minale naturelle. 
On v6rifie ais6ment que la suite des g6minales naturelles I s, fonctions propres 

de l'op6rateur 0 s, diff6re de la suite des g6minales naturelles I r, fonctions propres 
de 0 T, de deux g6minales seulement 

i e  = 1 ,,m ~/~ {tiN[ +_ [rrn]} (23) 

construites ~ l'aide des orbitales mol6culaires une fois occup6es i e t  m. 
Si on d6finit, suivant l'6quation (22), les 616ments matriciels des op6rateurs 

de densit6 de paires de quasi-61ectrons dans les g6minales I § et I -  

(Q{)po = 21 <I • [ pq> 12 (24) 

on trouve, d'apr6s (23) 
(Q~ )p~ = [ci,, c,., + ci~ c,,p] 2. (25) 

La variation d'6nergie ( S ) -  (T) est donn6e par: 

- -  C ](1) 2K!i) �89 (2;-)('~r=�89 F~4[cipcm, c,~ rap, 7pq=---,,. �9 (26) 
Pq 
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On retrouve qu'elle est 6gale/t la variation de l'int6grale 2Kim. De plus, il apparait 
clairement que cette diff6rence est dfie essentiellement h la diff6rence de corr61ation 
des paires (i, m) (S) et (T) [9]. 

Etude qualitative 

I1 est commode de traduire les variations des 616ments des matrices de paire 
s 

Qr  par celles de grandeurs scalaires telles que l'indice de localisabilit6 de paire 

s 1 s 
L r -  n(n-  1) ~ (Qr)pp (27) 

qui repr6sente la somme des probabilitds de pr6sence d'une paire d'dlectrons sur 
chaque sommet de la mol6cule, ou la distance inter61ectronique moyenne 

s 1 s 
d r - Tr Qr D (28) 

n(n - 1) 

o~ D est la matrice des distances internucl6aires. 
On dispose ainsi de deux indices dont les significations physiques sont claires 

et compl6mentaires et dont les variations sous l'effet d'une perturbation sont li6es 
qualitativement ~t celles du terme correctif 1TrQ(IlF. 

Ainsi, une augmentation de L signifie que les paires d'61ectrons se localisent, 
donc que la distance moyenne d'entre ceux-ci diminue. En m6me temps, la contri- 
bution des int6grales monocentriques devient plus importante et le terme correctif 
�89 TrQ(1) F augmente. 

Conclusion 

Nous avons montr6 que la charge ne peut ~tre utilis6e comme indice statique 
de r6activit6 des ~tats excites lorsque les fonctions d'onde qui les d6crivent sont 
d6velopp~es dans une base d'orbitales mol6culaires autocoh6rentes de l'6tat 
fondamental. 

Cependant, il est toujours possible de d6finir pour ces 6tats de bons indices 
statiques de r6activit6, d6pendant/t  la fois des distributions de probabilit6 mono 
et bi61ectronique de la mol6cule que l'on 6tudie. On met ainsi naturellement en 
6vidence des diff6rences de pK entre le singulet et le triplet, ce dont la charge seule 
est impuissante ~t rendre compte. 

Lorsque les charges sont 6gales (dans l 'approximation monoconfigurationnelle, 
ou plus g6n6ralement pour un choix sym6trique de configurations singulet et 
triplet), les diff6rences de pK d6pendent uniquement des polarisabilit6s de paire 
61ectroniques Qs(1) et QT(1). On a mis/t profit cette propri6t6 pour relier qualita- 
tivement les diff6rences de pK singulet-triplet/t la localisabilit6 des paires d'61ec- 
trons et ~t la distance inter61ectronique moyenne. L'utilisation du formalisme des 
g6minales naturelles permet de ramener le probl6me g6n6ral/t n 61ectrons/l la 
comparaison de deux syst6mes biparticulaires, l'un dans l'6tat singulet, l'autre dans 
l'6tat triplet. 
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